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概 要
ここでは、一般のCoxeter群に対して同変Schubert類を定めて、そ

のSchubert calculusを考える。応用として、hook公式の拡張を得る。

1. Coxeter群のルート系
文献 [3]に従って、Coxeter群のルート系を定める。ここでは簡単のためSは有限
集合と仮定するが、一般の場合にも拡張できる。
V = R|S|上の標準双線形形式B( , )を 基底{es}s∈S に対して、

B(es, es′) =

− cos( π
ms,s′

) ms,s′ < ∞

−1 ms,s′ = ∞

で定める。ここでms,s′ は、ss′の位数とする。これを用いて、W の標準表現を
s ∈ S, x ∈ V に対して、ρ(s)(x) = x − 2B(x, es)es で定めることでW の表現
ρ : W → GL(V ) が得られる。この作用をw(x)で表す。各生成元 s ∈ Sの共役類
ごとに、実数ps > 0を用意して、単純ルートをαs = pses(s ∈ S)で定める。ルー
ト系をR = {w(αs)}w∈W,s∈Sとし、そのうちでR+を正ルートの集合とする。また
v ∈ Wに対して、Rv := R+ ∩ vR−と定める。v = s1s2 · · · sℓ を生成元Sによる最
短表示とし、βk := s1s2 · · · sk−1(αsk) (i = 1, 2, ..., ℓ)とおくとRv = {β1, β2, ..., βℓ}
となる。単純コルートを、α∨

s = 2αs

B(αs,αs)
と定め、β = w(αs)のとき、β∨ = w(α∨

s )

と定める。基本weight Λs ∈ V ∗, (s ∈ S)を、< α∨
s ,Λs′ >= δs,s′で定める。

2. 同変Schubert類、Chevalley 公式
Goresky, Kottwitz と MacPherson　によるトーラス同変コホモロジーの局所化
定理で、固定点での同変コホモロジーの直積の部分空間に埋め込むことができる。
cf.[2]。この類似物をCoxeter群でも構成できる。

命題 1 (Billey 型公式) vの最短表示 v = s1s2 · · · sℓとwに対して、∑
(j1,j2,...,jr)∈Jw

βj1βj2 · · · βjr

は、最短表示の選び方によらず vとwで定まる。ここで Jwは、1 ≤ j1 < j2 <

... < jr ≤ ℓで、sj1 · · · sjr = wが最短表示となる列 (j1, j2, ..., jr)の全体。
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これを ξw|vと表す。これにより、ξw : W → SR(V )が定まる。この命題の証明
は、StembridgeによるCoxeter-Yang-Baxter 関係式から導かれる。cf.[1],[7]。
γ ∈ R+と w, v ∈ W に対して、v = wsγ かつ ℓ(v) = ℓ(w) + 1 であることを
γ

v ≻ wで表す。(γ = w(αs)のとき、sγ = wsw−1とおく。)

定理 1 (同変 Chevalley 型公式)s ∈ Sとw ∈ Wに対して、

ξsξw = (ξs|w) ξw +
∑

γ
v≻w

< γ∨,Λs > ξv

3. hook公式の拡張
v ∈ Wに対して、区間 [e, v) = {w ∈ W | e ≤ w < v}上の関数 f : [e, v) → Sで次
を満たすものが存在する。 ∀w ∈ [e, v)について ξf(w)|v − ξf(w)|w ̸= 0

これを用いて、F (v, w, f(w)) = ξf(w)|v − ξf(w)|wと定める。

定理 2 v ∈ Wに対して次が成立する。

∏
β∈Rv

1

β
=

∑
v=v0

γ1≻v1
γ2≻v2···

γℓ≻vℓ=e

ℓ∏
i=1

< γ∨
i ,Λf(vi) >

F (v, vi, f(vi))

WがWeyl群の場合は [4]に既出。定理２の等式は、Parabolic quotient W/WP

に対しても作ることができてA型の極大Parabolic部分群の場合には通常のhook

公式となっている。cf.[5],[6] また、区間 [w, v]で同様の公式を作ると skew Young

図形のhook 公式が作れる。

4. K-theory 類似
cohomology の代わりにK-theoryにあたるものを同様に考えることができる。但
し、この場合には整数性が必要となりCoxeter 群は、結晶型のものに限られてし
まう。A型とD型のグラスマンの場合についてはK-theory版のhook公式を得る。
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